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Failures and repairs as Stochastic Processes

A Stochastic Process is a set of random variables

X1, X2, … Xn

that operates over the same set.

Since the variables might be correlated, the process must be 
described with the probability of obtaining a given outcome for a 
variable i, conditioned on the values of the previous outcomes:

P(Xi = ai | X1 = a1, … Xi-1 = ai-1)

Things however can be simplified a lot by considering smaller levels 
of correlations among the random variables.
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Failures and repairs as Stochastic Processes

The index i of the random variables, can be either discrete or 
continuous.

X1, X2, … Xn or  Xt

If the index is continuous, it usually corresponds to the time.

The set of outcomes of the random variables can also be discrete or 
continuous.

In dependability studies, the index is usually continuous (time) and 
the set of outcomes is discrete (in many cases, composed by only 
two states – working or failed).
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Failures and repairs as Stochastic Processes

As it has been presented, the lifetime of a component is 
characterized by Up times and Down times.
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The Up or Down states of a component at a given time instant can 
be considered as a random variable.

The correlation among these random variables can be described as 
a Stochastic Process.
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Figura 3.1: Alternanza fra stati di buon funzionamento e di non funzionamento in sistemi
riparabili

una riparazione e il guasto successivo) e i periodi trascorsi nello stato g rappresentano le
durate dei periodi di fuori servizio, (cioè i tempi di riparazione). Sia le durate di corretto
funzionamento (tempi al guasto) che le durate dei fuori servizi (o tempi di riparazione)
sono considerate variabili aleatorie, quindi caratterizzabili con le funzioni di distribuzione
tipiche della teoria della probabilità.

Con riferimento alla figura 3.1, si indichino con ø1, ø2, ø3, . . . i successivi tempi guasto
e con µ1, µ2, µ3, . . . i successivi tempi di riparazione. Quindi øi e l’intervallo di tempo
che intercorre fra la (i°1)-esima riparazione e l’i-esimo guasto, e µi l’intervallo di tempo
che intercorre fra l’i-esimo guasto e l’i-esima riparazione.

L’analisi quantitativa del comportamento di un sistema riparabile si basa solitamente
sull’ipotesi semplificativa che la riparazione sia di tipo rigenerativo, nel senso che l’oggetto
guasto, dopo riparazione, ha un comportamento equivalente a quello dell’oggetto nuovo
(good as new). Questa ipotesi significa che le variabili aleatorie ø1, ø2, ø3, . . . sono dis-
tribuite tutte con la stessa legge F (t) che rappresenta ls distribuzione cumulativa di
probabilità della durata di un singolo periodo trascorso nello stato b.

Questa ipotesi è sicuramente realistica nel caso in cui la riparazione consista nella
sostituzione dell’oggetto guasto con un oggetto nuovo dello stesso tipo, mentre può essere
meno realistica in altri casi.

Analogamente si fa l’ipotesi che i successivi tempi trascorsi nello stato g, e cioè
µ1, µ2, µ3, . . ., siano descrivibili dalla stessa variabile aleatoria µ (durata della singola
riparazione). Sulla base di queste ipotesi, assunte valide nel seguito, l’alternanza nel
tempo fra periodi di buon funzionamento e periodi di guasto (figura 3.1) è caratterizzabile
con due sole variabili aleatorie ø e µ.

3.2 Manutenibilità

Con riferimento alla notazione del Capitolo 1, la distribuzione cumulativa di probabilità
della variabile aleatoria ø è l’ina±dabilità F (t) = [1°R(t)] = Pr{ø ∑ t}. In modo anal-



Introduction

If the Up and Down times of the components are not correlated, 
they can usually be studied by simply focusing on the distributions.

• Studying the system is simpler

• Results can be computed with combinatorial analysis

• The model might be not realistic

These cases have been considered, for what concerns reliability, in 
the dependability part of the Computing Infrastructure course.
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Introduction

If the Up and Down times of the components are correlated, 
analysis must be performed using stochastic processes.

• Studying the system is much harder

• In many cases, simple stochastic models like Marvok Chains 
can be used

• Models are however more realistic, and results more 
accurate

6



Reliability and failure time distribution

The reliability of a component is defined as R(t):

R(t) = Prob{“The component is not failed at t”}

Then, if we define

F(t) = 1 – R(t) = Prob{“The component has failed between 0 and t”}

we can see that F(t) is a proper random variable, that defines the 
failure time distribution.
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Reliability and failure time distribution

In particular we can define the proability density of the failure time 
f(t) as:
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From f(t), the MTTF can be computed as the first moment (the 
average) of the corresponding distribution:
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Figura 1.2: Andamento tipico della Funzione cumulativa di probabilità F (t) (linea con-
tinua) e della a±dabilità R(t) (linea tratteggiata)

Analogamente, presi due valori t = a e t = b (con a ∑ b), la probabilità che la
variabile aleatoria ø sia compresa fra t = a e t = b, cioè che il guasto sia avvenuto
nell’intervallo a, b, è data da:

F (b) ° F (a) = Prob { a < ø ∑ b }

La funzione di sopravvivenza, o a±dabilità, indicata con R(t) (dall’inglese reliability),
è data da:

R(t) = Prob { ø > t } = 1 ° F (t) (1.3)

e rappresenta la probabilità che il tempo al guasto ø sia maggiore di t, cioè la probabilità
che l’oggetto sia ancora funzionante al tempo t. Per l’a±dabilità varranno le condizioni:
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>>>>:

R(0) = 1

lim
t!1

R(t) = 0

R(t) non crescente in t

(1.4)

La funzione R(t) è il complemento ad 1 della funzione F (t), e il suo andamento tipico è
disegnato in Figura 1.2 in linea tratteggiata.

Se la distribuzione cumulativa F (t) è derivabile, la densità di probabilità f(t) è data
da:

f(t) =
dF (t)

d t
= ° dR(t)

d t
(1.5)
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Figura 1.3: La funzione densità di probabilità

f(t) dt rappresenta la probabilità che la variabile aleatoria ø sia compresa fra t e t + dt,
cioè che il guasto avvenga fra t e t + dt. Con riferimento alla figura 1.3:

Z b

a

f(t) d t = Prob { a < ø ∑ b } = F (b) ° F (a)

La probabilità che la variabile aleatoria ø sia compresa in un intervallo (a, b) è data
dall’area sottesa dalla curva densità sullo stesso intervallo.

Il momento del primo ordine o valore sperato della variabile aleatoria ø è indicato
con m1 = E[ø ]. Esso rappresenta il valor medio della variabile ø , ed è dato da:

m1 = E[ø ] = MTTF =

Z 1

0

t · f(t) d t =

Z 1

0

R(t) d t (1.6)

Se ø è un tempo al guasto, il valore sperato E[ø ] viene in genere, indicato con la sigla
MTTF (dall’inglese Mean Time To Failure)

Il momento del secondo ordine è indicato con m2 = E[ø 2] ed è dato da:

m2 = E[ø 2] =

Z 1

0

t2 · f(t) d t

La varianza, o momento centrale del secondo ordine, è una misura della dispersione
dei valori della variabile aleatoria attorno al valor medio, ed è data da:

V [ t ] = E[(ø °m1)
2] =

Z 1

0

( t ° m1)
2 · f(t) d t (1.7)

Si dimostra che per la varianza vale la seguente relazione:

V [ t ] = m2 ° m2
1

t ⋅ − dR(t)
dt

#

$
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'
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∞

∫ = t ⋅ −R(t)( )+, -.0
∞
− 1⋅ −R(t)( )dt
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0

∞

∫



Hazard rate

Starting form the distribution of the failure time of a component, 
an important characterizing function, called the hazard rate (or 
failure rate) can be computed:
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It represents the probability that the system will fail between time 
t and t+dt, given that it has survived until t.

In other words, given a time instant t, h(t) represents the “speed” 
at which the system can fail in that given time instant.
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1.5.1 Il tasso di guasto

Nel campo dell’a±dabilità, la funzione più utilizzata per caratterizzare il comportamento
di una variabile aleatoria è il tasso di guasto (in inglese failure rate o più in generale hazard
rate). Il tasso di guasto rappresenta la probabilità che un oggetto si guasti fra t e t + dt
ammesso che sia sopravvissuto fino al tempo t; cioè il tasso di guasto è uguale alla densità
di probabilità di rottura al tempo t condizionata al fatto che l’oggetto sia ancora in vita
a t [3].

h(t) = Prob { t < ø ∑ t + dt | ø > t } =
Prob { t < ø ∑ t + dt , ø > t }

Prob { ø > t } (1.8)

Dalla (1.8), e ricordando la (1.5), si può scrivere:

h(t) =
f(t)

R(t)
= ° 1

R(t)

dR(t)

dt
(1.9)

Invertendo la (1.9) si ricava:

R(t) = exp

∑
°

Z t

0

h(x) dx

∏
(1.10)

che è l’equazione fondamentale che lega il tasso di guasto all’a±dabilità.
La funzione tasso di guasto h(t) può quindi essere ricavata in modo univoco dalle

funzioni introdotte precedentemente: la distribuzione cumulativa F (t), l’a±dabilità R(t)
o la densità f(t). La scelta dell’una o dell’altra funzione per descrivere il fenomeno
aleatorio è quindi questione di opportunità matematica o di convenienza grafica. La
diÆusione della funzione tasso di guasto nell’ambito della teoria dell’a±dabilità deriva
dal fatto che essa fornisce una caratterizzazione fisica evidente dell’attitudine al guasto
di un oggetto. Infatti dalla relazione (1.8) si deduce che, se un componente è in funzione
ad un generico tempo t, il tasso di guasto misura la probabilità di rottura nell’istante di
tempo successivo.

Il significato fisico del tasso di guasto può essere compreso guardando la curva di
Figura 1.4, detta curva a vasca da bagno, che rappresenta il tipico andamento del tasso
di guasto di oggetti fisici, in funzione della loro vita operativa.

• Il primo periodo, detto di giovinezza o di mortalità infantile, è caratterizzato da
un tasso di guasto decrescente. Ciò significa che la probabilità che il componente
si guasti, ammesso che sia sopravvissuto fino all’istante di osservazione, diminuisce
nel tempo, cioè il componente migliora. Statisticamente questo vuol dire che man
mano che cresce il tempo operativo del componente diminuisce la probabilità che
esso presenti difetti costruttivi, non rivelati dai collaudi finali, ma che ne provocano
la morte precoce.



Hazard rate

The “bathtub” function that was introduced in the previous lessons, 
is a representation of the hazard (failure) rate of the failure 
distribution of the considered component.
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“bathtub” viewpoint



Hazard rate

The failure rate h(t) can be obtained directly form the reliability 
function R(t) :
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Conversely, the reliability function R(t) can be derived from the 
failure rate h(t) using the following definition:
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h(t) =
f(t)

R(t)
= ° 1

R(t)

dR(t)

dt
(1.9)

Invertendo la (1.9) si ricava:

R(t) = exp

∑
°

Z t

0

h(x) dx

∏
(1.10)
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Hazard rate

The integral inside the exponential represents the accumulated age
of the component.
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We can call H(t) the accumulated age up to time t.
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The Exponential distribution

A classical distribution used to characterize the life-time of 
components is the Exponential distribution.

Its mathematical properties are:
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Nella letteratura tecnica e nei manuali di previsione dell’a±dabilità, il tasso di guasto
è sovente identificato con un numero e non con una funzione del tempo. Questa aÆer-
mazione implica che il componente possegga un periodo di vita utile a tasso di guasto
costante, e che l’oggetto considerato si trovi in quel periodo. Se un componente è assunto
a tasso di guasto costante, si dice che esso è senza memoria, in quanto la sua attitudine
al guasto non è influenzata dal tempo in cui il componente è già stato operativo. Le im-
plicazioni matematiche dell’assunzione del tasso di guasto costante verranno esaminate
nel prossimo paragrafo.

1.6 Distribuzioni di probabilità

Vengono descritte alcune famiglie di distribuzioni di probabilità che trovano applicazione
nel campo della interpretazione di fenomeni aleatori legati al guasto di componenti. Di
ciascuna famiglia di distribuzioni verranno descritti gli andamenti caratteristici e alcune
proprietà.

1.6.1 Distribuzione esponenziale

La distribuzione esponenziale è caratterizzata dall’avere un tasso di guasto indipendente
dal tempo. E viceversa, una distribuzione con tasso di guasto indipendente dal tempo
è una distribuzione esponenziale. Quindi i due concetti di distribuzione esponenziale
o distribuzione a tasso costante sono esattamente equivalenti. Se e solo se, il tasso di
guasto è indipendente dal tempo, cioè h(t) = cost = ∏, dalla (1.9) e dalla (1.5) si
possono ricavare le seguenti espressioni:

F (t) = 1 ° e°∏ t

R(t) = e°∏ t

f(t) = ∏ e°∏ t (1.11)

h(t) = ∏

Il valore sperato è dato da E[ ø ] = MTTF = 1/∏. Infatti dalla (1.6), si ottiene:

E[ ø ] = MTTF =

Z 1

0

t · f(t) d t = ∏

Z 1

0

t · e°∏ t d t (1.12)

L’integrale in (1.12) si risolve per parti:

E[ ø ] = ∏

∑
° t · e°∏ t

∏

∏1

0

+ ∏

Z 1

0

e°∏ t

∏
· d t =

1

∏
(1.13)

Il tasso di guasto, supposto costante, assume un significato fisico preciso ed evidente,
coincidente con l’inverso della vita media. In maniera analoga possiamo calcolare la

The interest in the exponential distribution in dependability cames
from the fact that it has a constant hazard rate: it models a 
bathtub curve with no burn-in or wear-out phases.



The Exponential distribution

The shape of the exponential distribution is proportional to its 
parameter:

14

f(t) F(t)



The Exponential distribution

Since the hazard rate of the exponential distribution is constant, it 
perfectly captures the constant failure rate part of a classical 
hazard rate of a component.

15

“bathtub” viewpoint



The Exponential distribution

The MTTF of a component that follows an exponential distribution 
of paramter l, can be simply computed as l-1.
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Nella letteratura tecnica e nei manuali di previsione dell’a±dabilità, il tasso di guasto
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The Exponential distribution

The feature of the exponential distribution that greately simplifies 
its use in dependability studies, is that it exhibits the 
“memoryless property”:
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In other words, the time to failure does not depend on the life that 
the component has already been through.
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R ( t + a | a ) =
R ( t + a , a )

R ( a )
=

e°∏ ( t + a )

e°∏ a
= e°∏ t (1.15)

La proprietà di assenza di memoria, significa, dal punto di vista fisico, che per un
componente la cui distribuzione dei tempi al guasto è di tipo esponenziale la probabilità
di guasto non dipende dall’età, cioè se si osserva il componente ad un generico tempo t e
lo si trova operativo, la sua probabilità di sopravvivenza è uguale a quella del componente
nuovo.

Si può anche dimostrare la proprietà inversa, e cioè che una distribuzione senza
memoria, che soddisfa la relazione R ( t + a | a ) = R ( t ), deve essere necessariamente
esponenziale [4].

Example 1.1 - Valori esponenziali normalizzati

Il tasso di guato ∏ ha le dimensioni di (t°1), e quindi (∏ · t) è adimensionato.
Può essere utile calcolare la funzione a±dabilità (1.12) in funzione del parametro
adimensionato ∏ · t.

I valori sono riportati in tabella 1.1 e in Figura 1.6. Dalla tabella 1.1 o dalla Figura
1.6 si ricava, ad esempio, che per ∏ · t = 1, cioè t = 1/∏ = MTTF , si ottiene
R(t) = e°1 = 0.3679. Questo risultato mostra che se si tiene in funzione un
componente per un tempo di missione pari alla propria vita media t = MTTF , la
probabilità di trovarlo operativo alla fine del periodo è pari a R(t) = 0.3679.

Per avere elevati valori di a±dabilità bisogna ridurre i tempi di missione. Per
avere un valore di a±dabilità pari a R(t) = 0.95 si deve avere ∏ · t = 0.05 e
cioè t = 0.05/∏ = 0.05 · MTTF . Si deduce che per avere una a±dabilità pari a
R(t) = 0.95 il componente deve essere tenuto in funzione per un tempo pari al 5%
della propria vita media.

Figura 1.6: Funzione a±dabilità esponenziale normalizzata

1.6.2 Distribuzione di Weibull

La distribuzione di Weibull è caratterizzata dalle seguenti espressioni:

1.6. DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ 19

R ( t + a | a ) =
R ( t + a , a )
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The Weibull distribution

Another distribution that is often used in dependability study is the 
Weibull distribution.

Its mathematical properties are:
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The interest in the Weibull distribution comes from the fact that it 
can model an increasing or decreasing failure rate by changing 
one of its parameters.
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°∏ t R(t) °∏ t R(t)

0.00 0.000000 1.00 0.367879
0.05 0.951229 1.10 0.332871
0.15 0.860708 1.15 0.316637
0.20 0.818731 1.20 0.301194
0.25 0.778801 1.25 0.286505
0.30 0.740818 1.30 0.272532
0.35 0.704688 1.35 0.259240
0.40 0.670320 1.40 0.246597
0.45 0.637628 1.45 0.234570
0.50 0.606531 1.50 0.223130
0.55 0.576950 1.55 0.212248
0.60 0.548812 1.60 0.201897
0.65 0.522046 1.65 0.192050
0.70 0.496585 1.70 0.182684
0.75 0.472367 1.75 0.173774
0.80 0.449329 1.80 0.165299
0.85 0.427415 1.85 0.157237
0.90 0.406570 1.90 0.149569
0.95 0.386741 1.95 0.142274

Tabella 1.1: Valori a±dabilità esponenziale R(t) in funzione del parametro adimension-
ato ∏ t

F (t) = 1 ° exp
£
° ( t/¥ )Ø

§

R(t) = exp
£
° ( t/¥ )Ø

§

f(t) =
Ø

¥Ø
· tØ° 1 · exp

£
° ( t/¥ )Ø

§
(1.16)

h(t) =
Ø

¥Ø
· tØ° 1

dove ¥ > 0 è detto parametro di scala (in quanto individua la posizione della distribu-
zione sull’asse delle ascisse) e Ø > 0 è detto parametro di forma in quanto individua la



The Weibull distribution

The two parameters of the Weibull distribution are:

• h is the scale parameter, since it determines the height (the 
speed) of the distribution

• b is the shape parameter, that defines the particular shape of 
the distribution (and of its failure rate)
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The Weibull distribution

The shape of the Weibull distribution for different shape 
parameters is the following:
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Figura 1.7: Distribuzione di Weibull con ¥ = 1 e tra valori di Ø (Ø = 0.5, 1, 3) - a)
Distribuzione cumulativa; b) Densità; c) Tasso di guasto.

forma della distribuzione.
Guardando all’espressione di h(t) nella (1.17) si vede che al variare del solo parametro

Ø sono distinguibili i tre seguenti andamenti:

Ø < 1 =) h(t) decrescente

Ø = 1 =) h(t) costante

Ø > 1 =) h(t) crescente

La forma delle funzioni F (t), f(t) e h(t) è rappresentata in figura 1.7 per un valore
fisso di ¥ = 1 e per tre valori di Ø (Ø = 0.5 , 1 , 3 ). L’impiego delle famiglie di
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Guardando all’espressione di h(t) nella (1.17) si vede che al variare del solo parametro

Ø sono distinguibili i tre seguenti andamenti:

Ø < 1 =) h(t) decrescente

Ø = 1 =) h(t) costante

Ø > 1 =) h(t) crescente

La forma delle funzioni F (t), f(t) e h(t) è rappresentata in figura 1.7 per un valore
fisso di ¥ = 1 e per tre valori di Ø (Ø = 0.5 , 1 , 3 ). L’impiego delle famiglie di

f(t) h(t)



The Weibull distribution

The Mean of the Weibull distribution can be expressed using the 
Gamma function:
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Note that for b=1, by defining l=1/h, since G(n) = (n-1)! for integer 
numbers, we obtain E[x]=1/l that is the mean of the exponential 
distribution.

E[τ ]=MTTF =ηΓ 1+ 1
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The Weibull distribution

In particular we have that:

• If b < 1, the failure rate is decreasing (DFR – Decreasing 
Faiulre Rate)

• If b = 1, the failure rate is constant (CFR – Constant Faiulre
Rate), and the distribution is exponential

• If b > 1, the failure rate is increasing (IFR – Increasing Faiulre
Rate)

For example, studies show that the failure rate of a CPU core, is 
Weibull distributed, with b > 1 and h function of the temperature 
of the core.
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MTTR and Availability

As it can be seen, if the system can be repaired, a reasoning similar 
to the one done for MTTF can be done for MTTR.

In this case, we have defined M(t) as the maintainability (also 
denoted with G(t)):

And we have:
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ogo introduciamo la distribuzione cumulativa di probabilità G(t) della variabile aleatoria
µ. Per definizione:

G(t) = Pr {µ ∑ t} (3.1)

La funzione G(t) rappresenta la probabilità che l’oggetto venga riparato nell’intervallo
0 ° t, e questa grandezza è detta manutenibilità (Maintainability). Data la funzione
G(t), seguendo i ragionamenti sviluppati nel Capitolo 1, si possono ricavare altre funzioni
significative, quali la densità di probabilità g(t), il tasso di riparazione hg(t) e il tempo
medio di riparazione MTTR (Mean Time To Repair).

g(t) =
dG(t)

dt

hg(t) =
g(t)

1 ° G(t)

MTTR =

Z 1

0

t g(t) dt

In questo caso, il tasso di riparazione hg(t) rappresenta la probabilità che la riparazione
venga terminata fra t e t + dt, ammesso che il guasto fosse ancora presente al tempo t.
Se si assume il tasso di riparazione indipendente dal tempo, cioè hg(t) = cost = µ, la
manutenibilità diventa una funzione esponenziale data da:

G(t) = 1 ° e°µt e MTTR =
1

µ
(3.2)

Assumere un tasso di riparazione costante significa assumere che la probabilità che il
sistema venga riparato in un dato intervallo di tempo non dipende da quanto è già durata
la riparazione. Tale ipotesi è spesso non molto realistica, ma viene comunque assunta
come valida per i notevolissimi vantaggi computazionali che essa comporta. Inoltre, come
si vede dalla formula (3.2), il tasso di riparazione µ, supposto costante, ha un significato
fisico immediato e coincide con l’inverso del tempo medio di riparazione MTTR.

3.3 Disponibilità

La grandezza più significativa per caratterizzare complessivamente il comportamento nel
tempo di un sistema riparabile è detta disponibilità (Availability), e verrà indicata con il
simbolo A(t). La disponibilità è definita come la probabilità che al tempo t il sistema si
trovi nello stato di buon funzionamento, cioè:

A(t) = Prob {al tempo t, stato = b} (3.3)

La indisponibilità del sistema (Unavailability), indicata con il simbolo U(t), misura invece
la probabilità che il sistema sia guasto al tempo t, cioè:

U(t) = Prob {al tempo t, stato = g} (3.4)
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ogo introduciamo la distribuzione cumulativa di probabilità G(t) della variabile aleatoria
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MTTR and Availability

Then, if the system continuously alternates between up and down 
states, we can define the availability A(t) as:

A(t) = Prob{“The system is working at time t”}
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θ1 θ2 θ3

τ1 τ2 τ3 τ4b

g
t

Figura 3.1: Alternanza fra stati di buon funzionamento e di non funzionamento in sistemi
riparabili

una riparazione e il guasto successivo) e i periodi trascorsi nello stato g rappresentano le
durate dei periodi di fuori servizio, (cioè i tempi di riparazione). Sia le durate di corretto
funzionamento (tempi al guasto) che le durate dei fuori servizi (o tempi di riparazione)
sono considerate variabili aleatorie, quindi caratterizzabili con le funzioni di distribuzione
tipiche della teoria della probabilità.

Con riferimento alla figura 3.1, si indichino con ø1, ø2, ø3, . . . i successivi tempi guasto
e con µ1, µ2, µ3, . . . i successivi tempi di riparazione. Quindi øi e l’intervallo di tempo
che intercorre fra la (i°1)-esima riparazione e l’i-esimo guasto, e µi l’intervallo di tempo
che intercorre fra l’i-esimo guasto e l’i-esima riparazione.

L’analisi quantitativa del comportamento di un sistema riparabile si basa solitamente
sull’ipotesi semplificativa che la riparazione sia di tipo rigenerativo, nel senso che l’oggetto
guasto, dopo riparazione, ha un comportamento equivalente a quello dell’oggetto nuovo
(good as new). Questa ipotesi significa che le variabili aleatorie ø1, ø2, ø3, . . . sono dis-
tribuite tutte con la stessa legge F (t) che rappresenta ls distribuzione cumulativa di
probabilità della durata di un singolo periodo trascorso nello stato b.

Questa ipotesi è sicuramente realistica nel caso in cui la riparazione consista nella
sostituzione dell’oggetto guasto con un oggetto nuovo dello stesso tipo, mentre può essere
meno realistica in altri casi.

Analogamente si fa l’ipotesi che i successivi tempi trascorsi nello stato g, e cioè
µ1, µ2, µ3, . . ., siano descrivibili dalla stessa variabile aleatoria µ (durata della singola
riparazione). Sulla base di queste ipotesi, assunte valide nel seguito, l’alternanza nel
tempo fra periodi di buon funzionamento e periodi di guasto (figura 3.1) è caratterizzabile
con due sole variabili aleatorie ø e µ.

3.2 Manutenibilità

Con riferimento alla notazione del Capitolo 1, la distribuzione cumulativa di probabilità
della variabile aleatoria ø è l’ina±dabilità F (t) = [1°R(t)] = Pr{ø ∑ t}. In modo anal-



MTTR and Availability

In particular, under some broad assumptions, it can be shown that 
A(t) tends to a constant value as t tends to infinity.

Obviously, if we imagine that the system is initially working we 
have A(0) = 1
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Figura 3.3: Andamento della disponibilità in funzione del tempo

La disponibilità asintotica - Riprendendo l’equazione (3.7) e indicando con A1 la
disponibilità asintotica, si può scrivere:

A1 =
µ

∏ + µ
=

1/∏

1/∏ + 1/µ
=

MTTF

MTTF + MTTR
(3.8)

La disponibilità è data dal rapporto fra il tempo medio al guasto (cioè con riferimento
alla figura 3.1 il tempo medio di permanenza nello stato b), e il tempo medio totale di un
ciclo guasto/riparazione. In altre parole A1 misura la percentuale di tempo che il sistema
spende nello stato di buon funzionamento, su durate di osservazione su±cientemente
lunghe..

Il risultato espresso dall’ultimo membro della (3.8), sebbene ricavato nell’ipotesi che
i tassi di guasto e riparazione siano costanti, ha un carattere molto più generale. È
stato infatti dimostrato [12] che, qualunque siano F (t) e G(t), detti MTTF e MTTR
rispettivamente i tempi medi delle distribuzioni F (t) e G(t), il limite della disponibilità
per t!1 è ancora dato dall’ultimo membro della (3.8). Qualunque sia la distribuzione
dei tempi al guasto e dei tempi di riparazione, dopo un periodo transitorio più o meno
lungo la disponibilità raggiunge un valore costante che rappresenta la percentuale di
tempo spesa nello stato di buon funzionamento.

Si può quindi generalizzare il risultato espresso dalla (3.8) introducendo due nuovi
tempi medi che caratterizzano il sistema. Detto MUT (Mean Up Time) il tempo medio
speso nello stato di corretto funzionamento (qualunque sia la sua distribuzione) e MDT



MTTR and Availability

We have that:
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If both the failure and repair times are exponentially distributed, 
respectively with parameter l and µ, we have that:
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alla figura 3.1 il tempo medio di permanenza nello stato b), e il tempo medio totale di un
ciclo guasto/riparazione. In altre parole A1 misura la percentuale di tempo che il sistema
spende nello stato di buon funzionamento, su durate di osservazione su±cientemente
lunghe..

Il risultato espresso dall’ultimo membro della (3.8), sebbene ricavato nell’ipotesi che
i tassi di guasto e riparazione siano costanti, ha un carattere molto più generale. È
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A∞ = limt→∞
A(t) = MTTF

MTTF +MTTR



MTTR and Availability

Computing the time dependent availability A(t), from a system for 
which we know the reliability R(t) and the maintainability M(t) is 
not an easy task.

It requires the use of Stochastic Processes: we will se an example 
when R(t) and M(t) are exponentially distributed after having 
presented the Markov Chains.

Computing however Aoo is much simpler, since it requires just the 
MTTR and MTTF.

Moreover, in many applications Aoo is more meaningful to assess the 
availability of the system than A(t).
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